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Zur Beschreibung der Coulomb-Wechselwirkung in der Quantenelektrodynamik *

ARND WULFING
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(Z. Naturforsch. 24 a, 1151—1160 [1969] ; eingegangen am 24. April 1969)

The covariance of the scattering theory in the formulations of quantum electrodynamics by
GurTA and BLEULER, by VALATIN, and in the formulation with CouLoMB gauge is reinvestigated.
The effect of gauge transformations and the effect of time disordering, both generally connected
with a Lorentz transformation, compensate each other. For the potential in the GUPTA-BLEULER
formulation there exist two different generators of Lorentz transformations.

Geht man bei der Behandlung der Quantenelektro-
dynamik von freien Feldern aus, so hat man zu-
nichst die Wahl, entweder zwei, drei oder vier Pho-
tontypen einzufithren. Im Gegensatz zur Quantisie-
rung von GUPTA! und BLEULER 2 mit ihren vier
Photontypen ist die Moglichkeit, nur dreierlei Pho-
tonen zu verwenden, verhiltnismafig wenig bekannt.
Sie wurde von VALATIN® bemerkt und bildet den
Hauptgegenstand der vorliegenden Untersuchung.
Die Behandlung der Quantenelektrodynamik, die
allein die zwei transversalen Photonen kennt, wird
im folgenden kurz als ,,Coulomb-Formulierung® be-
zeichnet.

Alle drei Beschreibungen fiihren auf die gleichen
beobachtbaren Ergebnisse, unterscheiden sich jedoch
begrifflich sehr voneinander. Die Coulomb-Formu-
lierung beschreibt die Coulomb-Wechselwirkung
durch einen Ausdruck

°(x,2) °(y,?)
8n|x—y|

f[d3x d3y

als Fernwirkung und die Wechselwirkung zwischen
Strom und Photonen durch e d®x j,,(z) AT (z) for-
mal als Kontaktwechselwirkung. Der nach den Kopp-
lungsparametern e und f= e* zu vermutende Zusam-
menhang zwischen diesen ganz verschiedenartigen
Wechselwirkungen wird nicht zu erkldren versucht.
Man weill lediglich, dal die Beziehung f=e? aus
Griinden der relativistischen Invarianz notwendig

ist. In den beiden anderen Formulierungen wird die
Wechselwirkung durch einen einheitlichen Ausdruck
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Die Valatin-Formulierung bedarf keiner indefini-
ten Metrik. Die Operatoren des nichttransversalen
Potentials lassen sich aus dem Streuoperator elimi-
nieren, wobei sich dieser als identisch mit dem der
Coulomb-Formulierung erweist. Daf} einlaufende
nichttransversale Photonen an geladenen Teilchen
nicht gestreut werden, also elektrodynamisch unbe-
obachtbar sind, folgt darum ohne Hilfe einer zusitz-
lichen Bedingung fiir die Erlaubtheit von Zustdnden
allein aus dem Ansatz fiir Quantisierung und Wech-
selwirkung. Die Feldgleichungen in der Heisenberg-
Darstellung gelten bei Valatin wie in der Coulomb-
Formulierung als Operatoridentititen. Dal} diese
Formulierung so wenig bekannt wurde, rithrt wohl
daher, dal} ihre Kovarianz viel weniger auf der
Hand liegt als die der Formulierung von Gupta und
Bleuler und daf} auch die Vertauschungsrelationen
fiir das Potential bei Valatin nicht die bestechende
Einfachheit der Vertauschungsrelationen in jener
Formulierung aufweisen.

In den Kapiteln III, IV und V der vorliegenden
Arbeit wird nachzuweisen versucht, dal} die Streu-
theorie in allen drei Formulierungen kovariant ist.
Zu diesem Zweck werden in Kapitel II die Erzeugen-
den der Lorentz-Transformationen der freien Pho-
tonoperatoren angegeben. Mit Hilfe der Dreh-
impulsoperatoren wird auch eine Motivierung fiir
den Quantisierungsansatz von Valatin moglich sein.
Ausgegangen wird von freien Feldern, deren Fourier-
Darstellung und Vertauschungsrelationen in Kapitel I
bereitgestellt werden. Aufler Photonen werden nur
Elektronen und Positronen betrachtet. In Kapitel V
werden schlieflich noch die drei moglichen Spiel-
arten der Valatin-Formulierung verglichen. (Sie wer-
den alle nach Valatin benannt, obwohl dieser nur
eine von ihnen angibt.)

I. Freie Felder und ihre Vertauschungsrelationen

Bei einem Mafsystem mit A =c=1 und einem
metrischen Tensor mit

. ér(xor—hyo—:x—
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g k=2 KO+, k" =20 —xk=xk

lautet die Fourier-Darstellung fiir den freien Photon-
feldoperator in der Valatin-Formulierung

T
V(21)3s=0,t1 2k0 (1,1)
. (e'u(k’ S) Crs e—ikl 1 C”‘(k, S) C;s eil.'.r) X

A*(x) =

Summiert man iiber s= T 1, so erhilt man das
transversale Potential 4 (z). Der Index s=0 lie-
fert das Valatin-Potential A (2). czs sei vorlaufig
(bis zur Betrachtung anderer Moglichkeiten in Ka-
pitel V aus praktischen Griinden von der Darstellung
bei Valatin abweichend) Erzeugungsoperator und es
gelte

[ckss Chrs] = s 2K Oy O (K — )
Ms=T1 Is]:{(ll

Bei c-Zahlen bezeichne der Stern das Konjugiert-
komplexe. Fiir die Polarisationsvektoren gilt

Z e,,,*(k’ S) e (k S) —mn _ Jm kn/kl) kO, (1’4)

§= &1

(1,2)
(1,3)

mit fir

e"*(ks) e (k,s') =0,

1

(1,5)

Il e

n

k.e“(ks)=0. (1,6)

Interessiert man sich wie WEINBERG ® fiir den Spin
der Photonen, so sind die folgenden zirkularen
Einheitsvektoren als spezielle Basis fiir die transver-
salen Polarisationen vorteilhaft:

ek, 1) = —Visin?d;

el(k, 1) =V (cosacos? Fisina);

Ok, +1) = 0; (1,7)
e?(k, £1) =V43 (sinacos ¥ Xicosa).

In den gleichen Koordinaten erhilt man fir das
Valatin-Potential

e (k,0) =1 ; e'(k,0) =cosasini;

e (k,0) =cos?; e2(k,0) =sinasin®. (1,8)

Die Vertauschungsrelationen im Ortsraum lauten

yh -0 -2 ~|x-y)

[AV(2), 4% (y)] = —iD(z—y) =i bax—y| (1,9)
o g B ) Im_ym VPR R I ﬁ(:xr_yi_:l.o_yo’)\
[A\'(I)eA\ (3/)]* ==l 4'7.x—yi (é()x y| [z Y ) ! Jx_y; ) (1,10)
mit ¥ (a) = {(1) fir a=0
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P G )(r -y") —y°
_ _ 19 | | _ _ mAan .
[4AY (x), AV (y)] = - D(z—y) +id(x—y|-|2*—y°|) O23} [x mE
(1,11)
[Am (I (y)]_l( mn (xm_ym)(xf_y"i) )D(I J) +u9(x y _ Io_y )8'"8"——z _1/
x-y? ‘ "aa|x-y|
(1,12)
Gebraucht wird noch die Feldgrofie (iyd—m) yp(x) = (1,26)
0 o — i o ” 7
AW (z) = — [dy 44 !(y,x ) @) j*(z) = —: (@) yy(a):. (1,27)
ol ! Die Vertauschungsrelationen (1,9 —-12) sehen
mit den Eigenschaften wesentlich weniger einfach aus als die Vertau-
B . schungsrelationen (1,21) und (1,24) und (1,25).
A® (z) =4+(z), (1,14 Deshalb wiirde man es in der Valatin-Formulierung
AP (z) =AY (z), (1,15)  gern besser verstehen, weshalb sich auf die vier Feld-
(1,16) komponenten des Potentials gerade drei Photontypen

>3, 4" (x) =0.
“

Es gelten die Vertauschungsrelationen
[4°(x,1), A¥ (y,1)]

0, A0 @)= O

dalx—yl|’

) (Im . ym) (I," ~y7l),

(1,17)

[Am(x, t) ) A™ (y’ t) ] = -

dn|x—-yP

(1,18)

(AT (x,8), AP (y,1)] (1,19)
_ —i ( mn, (E"—y™) (2" —y>>
8alx—y| |x—y? )

In der Formulierung von Gupta und Bleuler wird
bei der Fourier-Darstellung von A“(x) abweichend
von (1,1) tuber vier Indizes s=0, 1, 2, 3 summiert.
s=0 mag jetzt A%°(z), s=1 die longitudinale und
s=2 und 3 die beiden transversalen Komponenten
von A™(x) liefern. Abweichend von (1,3) gilt dann

us==*1 fir s= {(1)’ 2’3. (1,20)
Im Ortsraum ergibt sich
[4“(z), A (y)] = —ig“ D(x—y). (1,21)

Fiir das Elektron-Positron-Feld vy, (x) werden die
folgenden Beziehungen verwendet:

{7, 7" }as =29" 8us, (1,22)

P(z) = (v* (2))71°, (1,23)

{Pa(x,0), w5(Y,0) } =720 (x —y), (1,24)
Ly (X, 0),y5(Y,0) } =0, (1,25)

verteilen sollen. Einen Hinweis gibt das Spinorfeld
. (z). Die Einfachheit der Beziehungen (1,24) und
(1,25) wird dadurch erreicht, dal man in vy, (z)
einen Elektron-Vernichtungs- und einen Positron-
Erzeugungsterm zusammenfaft. Der Elektronteil al-
lein besteht aus einem Feld mit vier Komponenten
bei — der Zahl der maglichen Spineinstellungen
entsprechend — nur zwei Vernichtungsoperatoren
Sollte der Spin auch fiir die Quantisierung
der Photonen wesentlich sein, so waren der Ganz-
zahligkeit des Bosonspins entsprechend gerade drei
Typen von Vernichtungsoperatoren ¢ s-¢, +1 zu er-
warten. DaB} der Index s in (1,1) und (1,2) bei Ver-
wendung zirkularer Einheitsvektoren gerade die Be-
deutung eines Drehimpulses in Impulsrichtung be-
sitzt, ergibt sich nun mit Hilfe des im néachsten Ka-
pitel angegebenen Ausdrucks (2,21) fiir den Dreh-
impuls aus

1 K 8 .
727 Elmn 1;6 [lnm’ Ck,s] =sh Ckss $= 0, +1 )

aP, s=F1s e

(1,28)

wobei &, der Ricci-Tensor mit &5 = +1 ist.

In der Gupta-Bleuler-Formulierung ist eine be-
friedigende Kennzeichnung der vier Photontypen
durch den Spin nicht méglich, da beide nichttrans-

versalen Photonen den Spin 0 haben.

II. Lorentz-Transformation der freien Felder

Um an den Feldoperatoren in der Wechselwir-
kungsdarstellung infinitesimale Lorentz-Transforma-
tionen ausfiihren zu konnen, braucht man eine Dar-
stellung der Poincaré-Gruppe in der Form

L(e,n) =1~ bie, I +in,P*). (2,1)
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Die Erzeugenden dieser Gruppe miissen den folgen-
den Bedingungen geniigen:

i[]xl’ I/,w] - gx,u Ily 4 ng Iyl 4 g/d. ) & +glv Ix[t, (2’2)
il 1] =g Pr— g P, (2.3)
[P*,P*] =0. (2,4)

Ist bei der Fourier-Darstellung des Potentials A*(x)
wie in (1,1) die ,negative Frequenz“ (e¥**) dem
Erzeugungsoperator cyzs zugeordnet, so darf man

fordern, daf}
i[P*, A*(x)] = 3*A4* () (2,5)

gilt. Um den Kommutator [/**, A#(x)] bestimmen
zu koénnen, sollen zunichst Ausdriicke fiir /#* und P*
gesucht werden, die (2,2—5) erfiilllen und einem
lokalen Ansatz

1% = j‘dsy [yx T*0 (y) _yi. T"O(y)] (2,6)

Pr= [ &%y T (y) (2,7)

mit einem in den Feldern bilinearen Ausdruck fiir
den Energie-Impuls-Tensor 7%°(y) geniigen.

Im Fall der transversalen Photonen 1Bt sich 7%(y)

leicht gewinnen, indem man den klassischen Poynting-

Vektor durch ein entsprechendes Normalprodukt von
Feldoperatoren ersetzt:

T (y) =:(3m4% (y) —3*4T () Ain(y): (2,8)
+ 3 g70:(3* 4T (y) —3mA% () 1A 1wly) .

Fir nichttransversale freie Photonen gibt es keine
klassische Analogie. Soll T ¥(y) nur aus Valatin-
Potentialen A{lz(y), ihren Ableitungen und dimen-
sionslosen Koeffizienten bestehen, so mul} es sich we-
gen (1,16 — 18) und :4*(y) A*(y) : = : A*(y) A*(y) :,
sowie aus Griinden des Transformationsverhaltens
und der Dimension folgendermallen ausdriicken las-
sen:

TV (y) = a,,:0%4% (y) Ay (y):

+b,,:4% (y) Ay (y):

+ 9 ¢, : MY (y) Cudv (y):
Da das Transformationsverhalten von A%(y) erst

bestimmt werden soll, 1aBt sich tiber die Koeffizien-
ten a,, , b,, , ., zunichst nur sagen, daf}

bzw.

(2,9)

gilt.  (2,10)

Cuy = Cyy

Bei den folgenden Uberlegungen wird vorausgesetzt,
daf} die rdumliche Differentiation unter den Integra-
len (2,6) und (2,7) ,,ibergewilzt werden darf. Es
ist zweckmaBig, fur (2,6) und (2,7) mit (2,9) zu-

A. WULFING

nédchst nicht (2,2), sondern (2,3) und (2,5) zu for-
dern. Dann folgt mit (2,10)

Ay +Cuy=0 und b,,+c,, =0 fir u=+=v,

@u+Cypw=0—%und b,, +c,, =% — B fiir u=v=0,

@y +cpw=—pF und b,, +c,=a fiir u=v=+0,
a und f beliebig. (2,11)

Es gilt also

TP(y) = — :3%4%(y) 3°4% (y): (2,12)

+ 3 g0:0M4y (y) 9:4% (y): +R*(y, 2, B, b,).

Das Restglied R*(y, a, 5, b,,) enthilt die von a, f
und b,, abhingigen Terme und trdgt zu P* und I**
nichts bei. Mit (2,3) ist auch (2,2) erfiillt, mit (2,5)
auch (2,4). Wenn man will, kann man R*%(y, a, £, b,,,)
noch vereinfachen, indem man fordert, da} fur
|x—y[>]2"~y°|

[T¥ (), T¥ (@)1=0 gilt.  (2,13)
Man findet a = =0, b,, = b 0, 0,9 mit beliebigem b

und

R*(y,b) =b (3 373%:4% (y) 4% () :

_ g3y (y) 3udY (1)), (2.14)
Bereits fiir a =/ gilt
3.T% (y) =0. (2,15)

Mit (1,13) und I** = I%* 4+ ¥ ergibt sich nun
i[I*, A" (x)] = (x* O — 2* %) A~
+ g A (z) — g™ A*(z) (2,16)
+g0 AP (z) — g0 QuAD (z),

Die Beziehungen (2,3) und (2,16) sind mit den
Jacobischen Identitaten vertraglich. Schreibt man

S el A0 (z) = A(x) (2,17)
und o= (0%, + &) x4 9#, (2,18)
so folgt mit (2,1)
L(e,7) (8%, +&%) 4°(2)) L™ (e, ) = A*(x)
= A" (x) +a/‘A(x); (2,19)

A“(z) besitzt hierin ebenso wie A”(z") die durch
(1,4 —7) definierte Eichung. Die Lorentz-Transfor-
mation des Potentials ist in der Valatin-Formulie-
rung mit einer Umeichung verbunden. Daf} der Term
Ay (x) analog zum Term A (x) gebildet ist, wird
sich bei der Untersuchung des Streuoperators in Ka-

pitel IIT als gliicklich erweisen.
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Mit den Polarisationsvektoren (1,7 und 8) wer-
den P und I diagonal beziiglich der Indizes s:

d’k

Pre B e R E s Okia s 2,20
s=(.f£u1 f2k0 CkysChkys ( )
&k . m s An n:Am
Inn__:zozjl:ul\.. ﬂ; c,‘,s(k 19" —k"id (2,21)

+ 5 N™(K)) Chss
3
=S 0 JIE 030 sV () e (2:22)
8=0,+1 2k0

Hierin bedeutet 3, die partielle Ableitung nach dem
Impuls %", und es gilt
NoY(k) = sinactgd; N?°(k) = cosactgi;
sina
sin@’

Nw (k)= —N*(k).

cosa
sin?d ’

N3 (k) = N'2(k) = 0;

N (k) = N3 (k) = (2,23)

Fiir die homogene Lorentz-Transformation folgt mit

k= (04, +¢&4) K

L(¢) cpsL71(e) =(1+3ise, Nv(K)) crs. (2,24)

Ferner gilt

(0%, +&4) e (K, s) (2,25)
=et(k,s) —e" k23, e“(k,s) + ¢, ¢ (K, s)

&0, e (k, s)

=(1— Yise, N?)e*(k,s) + 10

k*

Mit i(e, K, s) =€ e"(k,s)/k° (2,26)

erhilt man also in Ubereinstimmung zu (2,18)

L(e) (6%, +&4,) e (K',s) cw s L71(2)

=(e*(k,s) + (e, K, s) k) crs.  (2,27)

Man iiberzeugt sich leicht davon, da} die Gruppen-

eigenschaften erfullt sind.

Fiir die Transformation des skalaren Gupta-Bleu-
ler-Potentials kann man (2,12) iibernehmen. Fiir
das longitudinale Potential AT (z) braucht man in
(2,12) wegen (1,20) nur AY(z) durch

iAY (z) = —i D Op A (z)

zu ersetzen, wobei A (z) durch (1,13) und (1,21)
definiert ist. Man findet dann
I[P, A%(2)] = (2% 3% — 22 3%) A*(z)
+g A (x) — g A (x) —g™ 34D (2) (2,28)
+gOJ. a‘uA(x) (I) o (ng g/'.‘u _gO/'. gxu) Z av‘l(r) (1)
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und
L(e) (6%, +&",) A*(2') L™1(¢)

= A“(x) +3“A(x) + &4 2 3,4 (z) (2,29)

— A“(2).
Es gilt .
[4“(x), 4 (y)] = —ig” D(z~y), (2,30)

wie es bei der Kovarianz von ¢ und D(z) in (1,21)
auch sein muf.

Fiigt man zu den eben benutzten /** noch einen
Term

g° [ B3x (4*(x) > 3,A4™ (x) — A*(x) J,4*(x))
"
— g™ [ a3 (A*(x) > 3,4 () — 4*(x) 3,4(x))
' (2,31)
hinzu, der sich nicht auf die Form (2,6) bringen
l1aBt und der auch beziiglich der vier Photontypen
nicht diagonal ist, so werden die A (z)-Terme in

(2,28) und (2,29) gerade kompensiert und man er-
halt

L(e) (8", +&4,) 47(z) L7 (e) =A*(z). (2,32)

Diese Form der Lorentz-Transformation wurde
von BLEULER 2 benutzt. Sowohl mit als auch ohne
Zusatz (2,31) erfiillt /** die Beziehungen (2,2) und
(2,3) und die Jacobischen Identitdaten, und man er-
hélt auch in beiden Fallen eine kovariante Streu-
theorie, wie in Kapitel IIT und V gezeigt werden soll.
[Wenn man den Zusatz (2,31) mit einer von eins
verschiedenen c-Zahl multipliziert, gilt (2,2) nicht
mehr. ]

Bei der Transformation des Elektron-Proton-Fel-
des wird von den folgenden beiden Beziehungen Ge-
brauch gemacht:

L(e) (8%, +e%) j*(2) L71(e) = j*(),
L(&) ip(2)) w(@) L7 (e) = (2) w(2).

(2,33)
(2,34)

III. Lorentz-Invarianz des Streuoperators
in den Formulierungen von Valatin
und von Gupta und Bleuler

Der Streuoperator der Quantenelektrodynamik
lautet:

S=T (exp{ —i j‘h(z) dx})=7§05,, (3,1)

mit

S, = ;}L Bz, ... B2, T (h(20)- - h(z)) (3,2)
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dx steht fiir das Volumenelement dx®da!da?da3
und

h(z) =eju(z) 4“(x) —0m :§(2) w(z): (3,3)

ist (fiir die Valatin- und fiir die Guptat-Bleuler-For-
mulierung) die renormierte Wechselwirkungsenergie-
dichte in der Wechselwirkungsdarstellung.

Von einer Streutheorie mufl man verlangen, daf}
der Streuoperator unabhingig vom Bezugssystem
ist. Um das zu priifen, ist es hinreichend, infinitesi-
male Lorentz-Transformationen zu betrachten. Da
die Zustdnde der ein- und auslaufenden Teilchen mit
Hilfe der Erzeugungsoperatoren in der Wechselwir-
kungsdarstellung beschrieben werden, besteht der
Operator L(¢) fir eine infinitesimale Lorentz-Trans-
formation des Streuoperators einfach aus dem Pro-
dukt der Operatoren fiir die gleiche Lorentz-Trans-
formation der einzelnen bei der Streuung mitwirken-
den Teilchenfelder in der Wechselwirkungsdarstel-
lung. Nun wird bei einer Lorentz-Transformation
die Eichung der in A(z) eingehenden Potentiale im
allgemeinen geidndert. Da ferner die Gleichzeitigkeit
bei einer Anderung des Bezugssystems im allgemei-
nen nicht erhalten bleibt, wird auch die Zeitordnung
T bei einer Lorentz-Transformation zerstort. Es ist
deshalb reizvoll, die Lorentz-Invarianz des Streu-
operators im Ortsraum zu untersuchen.

Wie bei einigen anderen Problemen der Quanten-
elektrodynamik erweist es sich im folgenden als
zweckmdlig, zundchst ein adiabatisches Ein- und
Ausschalten der Wechselwirkung einzufiithren, und
zwar im Raum wie in der Zeit. Es sei also

ho(z) =h(z) exp{—aZ|2’[}, a>0 (3,4)
S. =T (exp{ —i [ho(x) dz}), (3,5)
S =lirr3 o (3,6)

DaB exp(—aX|2’|) nicht Lorentz-invariant ist,
v

stort nicht, da eine Lorentz-Transformierte davon
sich ebenso gut als Ein- und Ausschaltfaktor eignen
wird.

In einem vom System ' [mit den Koordinaten
2#] verschiedenen System X’ [mit den Koordinaten
2= (0,"+¢e") 2] sollte der Streuoperator die
Form

S) =T (exp{ —i [h,(z") dz"}) (3,7)

haben [mit gleicher Eichung der Potentiale in h,(2")
wie in A, (x)].

A. WULFING

Ist nun .

Sa=L(e) S’ L™ (e), (3,8)
und laf3t sich zeigen, daf}

fion T 225 g (3.9)

a—0 e=0 €

gilt [mit =7, "], so ist die Lorentz-Invarianz
des Streuoperators erwiesen. Wollte man a vor ¢ ge-
gen Null gehen lassen, so wiirde man auf Schwierig-
keiten stolen. Der Frage, ob es im Rahmen der her-
kémmlichen Formulierungen der Quantenelektro-
dynamik eine weniger pragmatische Motivierung fiir
die richtige Reihenfolge der Grenziiberginge gibt,
soll hier nicht nachgegangen werden. Da es sich bei
den folgenden Rechnungen stets um S, bzw. h,(z)
handeln wird, sei von hier an auf den Index a ver-
zichtet.

Die Elemente des transformierten Streuoperators
lauten

5, = r(—;f)‘ \dx,,...dxl T(h(z,) o h(z)))-
) (3,10)
Dabei ist
.’IZ‘U=1',‘“+€N,. x’r’ (3’11)
h(z) =L(¢) h(z') L™1(¢) (3.12)

und 7T bedeutet eine Zeitordnung, die im System X
durch die raumartigen Hyperebenen bestimmt ist,
welche beim Ubergang von X" nach 3 aus den Ebe-
nen der Einsteinschen Gleichzeitigkeit in =" hervor-

gehen. Der Effekt des Unterschiedes zwischen 7 und
T soll im folgenden kurz ,,T-Fehle}"“ genannt wer-
den. Op (e, e") sei der Anteil von (S,—3S,), der die
in_¢ linearen T-Fehler vereinigt und die Differenzen
[A(z) —h(z)] vernachlassigt. O 4 (¢, e") mdge unter
Vernachldssigung der 7-Fehler zusammenfassen, was
der fiir [h~(x) —h(x)] verantwortliche Eichterm
A(x) in erster Ordnung beziiglich ¢ zu (S,-3S,)
beitrdgt. Schreibt man =~ fiir Gleichheit in erster
Néherung beziiglich e, so gilt

S,—Sy~0r(s,e") +04(e,e").  (3,13)

Um Op(g,e") zu bestimmen, soll zundchst der li-
neare T-Fehler zweier aus S, willkiirlich herausge-
griffener, mit « und y bezeichneter Integrationen
[bei Vernachldssigung des T-Fehlers der iibrigen
(n—2) Integrationen] betrachtet wgrden. Den Inte-
grationsbereich, in dem sich 7" und 7' unterscheiden.
moge fiir den Fall €%, = (¢%,0,0) Abb. 1 andeuten.
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x0=y0+ 0 (x"-y")

INN|

4

Abb. 1. Bereich, in dem die Zeitordnung durch eine Lorentz-
Transformation zerstort wird.

Die schrige Gerade entspricht der Einsteinschen
Gleichzeitigkeit 2®=7%"? in 3. Schreibt man »° fiir
YO+ &% (2" —y™) und § d3x (bzw. p d3x) fiir die
Integration iiber den Halbraum %, 2™ < &%, y™ (bzw.
%, 2™ >¢%, y™), so erhalt man bei der Abspaltung
des linearen T-Fehlers, welcher entsteht, wenn die
2%-Integration die y°-Integration ,iiberholt“, den

Faktor

¥° 0
- gd3xfdx°[h(y), h(z)] + ﬁd3xfdx°[h(y), h(z)]
7 B

~ ¢ Px[h(y), k()] en (2" —y™).
LaBt man nun z und y alle n(n—1) Maéglichkeiten
durchlaufen, so wird jeder 7-Fehler doppelt gezihlt.
Da es gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge die

Faktoren hinter dem 7T-Symbol geschrieben werden,
erhilt man schliefllich nach einigen Umbenennungen

BY = ( _l) n,,, S 3
Or (e, e") = (n_2)! dz, ... dz, d3x; (3.15)
‘T (h(xy) - h(x3)3[A(2s), R (X, 25)] em (z™ — xzm)) .
Zur Bestimmung von O 4 (¢, €") seien Euné'.dlst wie-
der zwei beliebige Integrationen aus S, herausge-

griffen und mit  und y bezeichnet. [72(:&) —h(z)]

(3,14)

1157

ist in der Valatin-Formulierung gleich e j,(r) S”A(z)
und darf unter dem Integral durch

g(z) =e3°(j°(2) A(2))

ersetzt werden. Integriert man iber die Zeitkoordi-

(3,16)

nate von ¢(z), so erhilt man beim ,,Uberholen“ der
y-Integration den Kommutator [A(y), g(x, y°)]. Ins-
gesamt ergeben sich n(n—1) derartige Kommuta-
toren. Nach einigen Umbenennungen erhilt man

( i i)n g 3
(n_2)!ﬂdxn...dx2dx1 (3.17)

T (h(zy)...h(x5) [h(xs),.9(%1,25)]) -
Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (1,17) und
(1,18) und (1,9 — 12) findet man
[y &x[h(y), g(x, 9] (3,18)

=— [y dx[h(y),h(x,y°) ] (2" —y™).
Damit verschwindet S, —S,~O7(¢,e") +0 (¢, €e")
und es gilt

OA (87 en) =

L(e) SL71(e) =S.
Es sei noch bemerkt, daf} zu
dBx[h(y), h(x,y°) ] (2™ —y™)

nur das Valatin-Potential beitrégt, zu [h(y), g(x,%%)]
dagegen auch das transversale Potential.

In der Gupta-Bleuler-Formulierung tritt wegen
(2,12 — 29) kein T-Fehler auf. T(exp{ —i [A(z) dz})
und T (exp{ —i[h(x) dx}) sind bei Verwendung
von (2,29) zwar nicht gleich, aber unter bestimm-
ten Bedingungen physikalisch aquivalent, wie im
Kapitel V gezeigt werden soll. Zunéchst aber soll auf
dem eben beschrittenen Weg noch die Coulomb-For-
mulierung untersucht werden.

(3,19)

IV. Lorentz-Invarianz des Streuoperators in der Coulomb-Formulierung

Der Operator der Wechselwirkungsenergiedichte besteht in der Coulomb-Formulierung aus den Termen

hi(2) =eju(z) A1 () —0m : P(2) w(z): (4,1)

Der Streuoperator erhalt damit die Gestalt

S=T(exp{—i [[hL(z) +g@)1dz}) = 5 3 {

n=0 a—0

‘iﬂ(;‘)\dxn...dxl

n!

(@) °(y,2%)

8a|x—y| (4.2)

qx) =e [ d%Y

und

(4,3)
oThL(e) e - BL {25 1) GLEL) wvs < gl)) s

An dieser Entwicklung stort, dal die a-Summation Prozesse verschiedener Ordnung in e vereinigt. Eine

einfache Umordnung ergibt aber S= > S, mit
=0

[n/2] (_i)n—b
Sn= bgo (n—2b)!1b!

dz,_p...de; T(hi(xy_p). . kL (2p.1) q(25)... q(zy)) .

(4,4)
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[n/2] bezeichnet die grofite ganze Zahl, die nicht grofler ist als n/2. Die b-Summation fafit jetzt alle Pro-
zesse n-ter Ordnung zusammen.
Es sei nun S,” der in den Koordinaten des Systems 3" geschriebene Ausdruck (4,4). Ferner sei

S,=L(e) Sy L™(e). (4,5)
Mit hi(z) =L(e) hyi () L~1(e) (4,6), q(z) =L(¢) ¢(z') L™(¢) (4,7)
und der in Kapitel III erkldrten Zeitordnung f gilt
[n/2] ( _ L) n—b
,,go (n—2b)!b!

Die Lorentz-Invarianz des Streuoperators ist dann wieder erwiesen, wenn sich zeigen laft, daf} lim(S, — S,)/¢
e=0

:S'u =

den—lw cday T (hl(xn B) s Ry (p+1) q(xb q(xl)) (4,8)

verschwindet.

Auf dem gleichen Weg, auf dem sich der T-Fehler in der Valatin-Formulierung bestimmen lief}, folgt jetzt
auf Grund der in Kap. I angegebenen Vertauschungsrelationen, daf3 T in S einfach durch T ersetzt werden
darf.

Etwas dhnliches wie ein T-Fehler tritt indessen bei der Transformation der Coulomb-Wechselwirkung
auf, wo die Gleichzeitigkeit der beiden in g(z") enthaltenen Ladungsdichteoperatoren verloren geht. Mit

d3y’ ~ d3y N 20 aal =1 feY =20 ; 0 n /
-~ Ty—x| (4,9), L(e) j°(2') L7 (¢e) =~j’(z) - &, j"(z), (4,10)
Py =20+ (y" —2") =j°(y,y° =2 +¢°, (y"—z") 3P (Y,y"=2"), (4,11)

3 0 n__ xm
wd (@) =t | g T (100) jutm g0 -a9) IV i) piygy =) (412

findet man ;(x) —q(z) ~r(2) . (4,13)
Dieser Term r(x) tragt zur Differenz (§,l—5n) den folgenden Ausdruck bei

. [";’[ ( ')n b
Or(ee) = 2 (1)t (b-1)1

Fiir den Beitrag des Eichgliedes A (z) erhilt man nach Ersetzung von

dzy 4. dzy T (R (zp_p). . hi (2, )r(2p) q(2p-1). .. q(zq)) . (4,14)

hi(x) —hi(z) = ej,(x) A1 (x) (4,15), durch g1 (x) =ed0(j°(x) AL(x)) (4,16)
zundchst
[n/2] ( _ L')n—b ("
O4(e,e") = bgo (n—2b_ 1)'b'\ dr, p...dry T(hi(x,_p).. . hi(@p.2) g1(xpe1) q(20). .. q(z1)).
(4,17)
Integration iiber ¢;, . 1 ergibt wegen grationen ausfiihrt. Es sei mit (4,1) und (4,2)
[¢(y.),g1(x,1)]=0 (4,18) H (2% = [d*xh)(2), (5,1)
und  [dYlhL (Y. 0,90 (x.0] = —ir(x,1 (4,19) Q@) = [dxq(@), (5.2)
die Gleichung Vixg) = ‘fd3x e j%(z) AV (), (5.3)
O.(e,e") = —Or(e, €"). (4,20) Vizg) = V(@) + [dxe(2) S, A (2),
m = 4
(3,19) gilt also auch in der Coulomb-Formulierung. ) (5:4)
G(IC) _ ' d3x§ ej,,,(l’) ("\0 1(,/1) ) am 1(0)(1)) .
V. Vergleich der drei Formulierungen " (5.3)
Die Uberlegungen dieses Kapitels werden iiber- G(2% = G(2%) + [d3x e jn(x) €9 > 3, AP (z).

sichtlicher, wenn man zunéchst einige Volumeninte- ’ (5.6)
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Die Wechselwirkungsenergie lautet jetzt
fiir die Coulomb-Formulierung

He(t) =H1(t) +Q(2), (5,7)
fiir die Valatin-Formulierung
Hy(t) =H1(2) +V (1), (5.8)
fiir die Gupta-Bleuler-Formulierung
Ho(t) =HL (1) +V (1) +G(2), (5.9)

fiir die Gupta-Bleuler-Formulierung nach einer Lo-

S5 (4~ =T (exp{ ~i [ Ho(0) d1})
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rentz-Transformation mit Hilfe von (2,29)

Ho(t) —HL(t) + V(1) +C(0).

(5,10) wird benoétigt, um den am Schlu} von Kapi-
tel III begonnenen Nachweis fiir die Kovarianz der
Streutheorie in der Gupta-Bleuler-Formulierung zu
Ende fiihren zu koénnen.

(5,10)

Fir den Operator der Wechselwirkungstransfor-
mation in der mit (2,29) transformierten Gupta-
Bleuler-Formulierung gilt

(5,11)

—exp{ =iV (")} T(exp{—i [ (H1(0) +C(0) ~ilH.(1) +C0 L3P0,V (0)]) di))expli T (%)} .

Fiir die Valatin-Formulierung hat man hierin ein-
fach €%, = 0 zu setzen und den Term G (¢) wegzulas-
sen. Man kann (5,11) gewinnen, indem man in den
Entwicklungselementen von S&(y° —2?) iiber die je-
weilige Zeit von V (t) integriert und umordnet. Ein-
facher ist die Bestitigung® von (5,11) durch Diffe-
rentiation nach »° und 2°. Mit Hilfe der im Kapitel I
angegebenen Vertauschungsrelationen findet man

—i[HL () +G(t) + 3V (1), V(1)] (5,12)
= =3[V (@), V(1)) =Q(t) (L+¢° ).
Infolge des adiabatischen Ein- und Ausschaltens gilt

lim expf FiV())=1. (5,13)

Aus (5,12 und 13) folgt zunichst die Identitat
des Streuoperators S=S(~, — ) in der Valatin-
Formulierung mit dem in der Coulomb-Formulie-
rung. In der Gupta-Bleuler-Formulierung bleibt in
£5,11) nach Einsetzen von (5,12) noch ein Term
G (t), der keine transversalen und alle nichttransver-
salen Photonen enthilt. Zerlegt man dieses G (¢) in
G*)(t) (das die Photonvernichtungsoperatoren ent-

hélt) und G (¢) (das die Photonerzeugungsopera-
toren enthilt), so gilt fiir jeden Zustandsvektor | 1),
der die Lorentz-Bedingung

9,44t (z) | 1) =0 (5,14)
erfiillt, auch
CH () |1y =0. (5,15)

Da andere Zustidnde in der Gupta-Bleuler-Formulie-
rung nicht zugelassen sind, und da die Photonanteile

von G(*)(t) und G7)(z) sowohl miteinander als
auch mit H| (¢) und Q(¢) kommutieren, sind die
Erwartungswerte des transformierten Streuoperators
in der Gupta-Bleuler-Formulierung gleich denjenigen
in den anderen beiden Formulierungen. [Mit den in
(2,29 und 32) verwendeten Operatoren L (&) ist
die Eigenschaft eines Zustandsvektors, die Lorentz-
Bedingung zu erfiillen, Lorentz-invariant.]
Notwendige Bedingung fiir (5,12) und damit fir
die Aquivalenz der drei Behandlungen der Coulomb-
Wechselwirkung ist die Beziehung (1,17). Um sie
erfiillen zu konnen, mufl man darauf verzichten, das
Valatin-Potential und das skalare Gupta-Bleuler-
Potential als hermitesches Feld mit positiv-definiter
Metrik und konventioneller Zuordnung der ,,negati-
ven Frequenz“ (e?*”) zum Erzeugungsoperator zu
schreiben. Es ist der Gleichung (1,17) jedoch nicht
anzusehen, ob das Valatin-Potential bzw. das skalare
Gupta-Bleuler-Potential
a) wiein (1,1 —3) ,,Gupta-selbstadjungiert® ist bei
indefiniter Metrik und normaler Fourier-Darstel-
lung oder ob es
b) wie bei Valatin bzw. vor Gupta und Bleuler
selbstadjungiert ist bei positiv definiter Metrik
und adjungierter Fourier-Darstellung (,, Vertau-
schung der Rolle von Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperator) oder
c) antihermitesch (4“* (x) = — A“(z)) bei normaler
Quantisierung und Fourier-Darstellung.
Bei der Behandlung der Coulomb-Wechselwirkung
mit zwei nichttransversalen Photontypen 1af3t sich die
Lorentz-Bedingung bzw. die Bedingung

CH () G () |1y =0
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nur im Fall a), d. h. bei indefiniter Metrik konsi-
stent erfiillen. Beschrankt man sich jedoch auf die
Lorentz-Transformation (2,29), deren Erzeugende
diagonal beziiglich der vier Photontypen ist, so kann
man die Lorentz-Bedingung (5,14) fiir die Zustande
der ein- und auslaufenden Teilchen relativistisch kon-
sistent durch die einfachere Bedingung

A" (z) [n) =AT () [n)=0  (5,16)

ersetzen. Jetzt 1aBt sich A%(x) auch antihermitesch
wihlen. Die Maoglichkeit b) mit der adjungierten
Fourier-Darstellung bleibt jedoch ausgeschlossen, da
in diesem Fall [, 4“(F), 3, A7) (y)] fiir 2%+4°
nicht verschwinden wiirde.

In der Valatin-Formulierung bestehen neben der
Maoglichkeit a) auch die Moglichkeiten b) und c).
Wahlt man fiir 4% () die adjungierte Fourier-Dar-
stellung, so mufl man allerdings (2,5) durch

i[P~, 45 (x)] = —3* 4% () (5,17)

ersetzen, damit

(k| P3| k) = b (5,18)

gilt, wenn | k) ein normierter Zustand mit einem
Valatin-Photon des Impulses K ist. Entsprechend
mufl auch (2,16) und (2,1) abgeéndert werden.
‘Deshalb ist indefinite Metrik meist bequemer. In die-
sem Fall mull man aber zur Vermeidung negativer
Wahrscheinlichkeiten verlangen, dal} es keine einlau-
fenden Valatin-Photonen geben soll. Da es aus-
laufende Valatin-Photonen dann von selbst nicht
gibt, ist die Verwendung von (1,3) in der Valatin-
Formulierung sogar etwas weniger problematisch
als die Verwendung von (1,20) in der Gupta-
Bleuler-Formulierung, wo wegen (5,11) zwar
9, A“*) () S|1) =0 gilt, formal jedoch auch nicht-
verschwindende Erwartungswerte (m|S|l) mit
(m|m)>0und Q, 4*)(z) | m) + 0 denkbar sind.

Die Moglichkeit ¢) mit A§ () = — A% (z) hat in
der Valatin-Formulierung den Vorzug, dal} nicht
nur die mit (1,3) und (5,17) verbundenen Asym-
metrien der Moglichkeiten a) und b) vermieden wer-
den, sondern auch eine Bedingung wie (5,16) ent-
behrlich wird. Es ergeben sich jedoch sowohl bei
Valatin wie auch bei Gupta und Bleuler Schwierig-
keiten, wenn man zur Heisenberg-Darstellung iiber-
gehen mochte; denn der Operator (5,11) fir die
Wechselwirkungstransformation ist im Fall ¢) nicht
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mehr unitdr. Ein moglicher Ausweg bietet sich we-
nigstens fiir die Valatin-Formulierung. Im Gegensatz
zu Sg'(y®—20) laBt sich Sy!(y®—2° [mit Hilfe
von (5,11) fiir den Fall G(¢) =¢%,=0] wegen der
Unitaritdt von S¢(y° —2%) leicht angeben. Legt man
den Zeitpunkt fiir die Koinzidenz von Heisenberg-
und Wechselwirkungsdarstellung nach — c, und
schreibt man fiir S(% — o) kurz S(y°), so kann
man die Heisenberg-Operatoren definieren durch

() =Sv! (¥°) 4“(y) Sv(y®). (5,19)
In allen drei Abwandlungen der Valatin-Formulie-
rung erhdlt man mit (5,11) fir die Heisenberg-Ope-
ratoren die folgenden einfachen Beziehungen zur
Coulomb-Formulierung:

Syt (y°) A" (y) Sv(¥°) =S¢ (¥°) A7 (y) Sc(y?),

(5,20)
Sy (3% A% (y) Sv(y®) =S¢ (y°) [d3x
0 (x, 40 5,21
' 4]n(?yga)cj Soly®) + 4% (), 2V
Sy (% 4% (y) Sv(y®) = 4% (), (5,22)

Sy (¥°) v (y) Sv(y°) =S¢ (¥°) w(y) Sc(y®)
rexplie AV (y)}. (5,23)

In dhnlicher Weise lassen sich auch die Beziehungen
zwischen den gestorten Greenschen Funktionen in
den verschiedenen Formulierungen angeben.

Der ungestorte Propagator des Valatin-Photons
lautet im Impulsraum

i:\r\_ (k) o e J‘ d4z eik(l‘-y/r

(0T (4% (2) 4% (y)) |0) =

(5,24)

k2 ng( gOV T
k2 (k% +in)

Die Renormierung verlduft ganz dhnlich, wie man
sie bei BJoRKEN ubnd DRELL1® fiir die Coulomb-
Eichung dargestellt findet. Aus der Betrachtung der
Aquivalenz der drei Formulierungen mit Hilfe von
(5,11 —13) folgt bereits, dafi die nackte Ladung e
ebenso wie die Massenrenormierung om in den drei
Formulierungen dieselbe GroBe hat.

Herrn Professor Dr. G. LUDERS bin ich fir die An-
regung zu dieser Arbeit, fiir zahlreiche kritische Bemer-
kungen und weiterhelfende Hinweise sehr dankbar.

13 J.D. BjorkEN u. S. D. DrELL, Relativistische Quantenfeld-
theorie, Kap. 17,9 und Kap. 19. B. I. Hochschultaschen-
biicher-Verlag, Mannheim 1967.



